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摘要　给出了不分明化环（代数）、σ－环（σ－代数）和单调类的定义�并得到了其基本性质∙
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　　用模糊逻辑的语义可建立不分明化拓扑空间［1］�它从新的角度研究了模糊拓扑∙众所周
知�环（代数）、σ－环（σ－代数）和单调类是测度论的基础［2］�因为测度就定义其上∙虽然讨论较
多的模糊测度是定义于经典集类上的非可加测度［3］�但 Butnariu ［4］对模糊集类上的可加模糊
测度作过较系统的研究∙本文用模糊逻辑的语义建立了不分明化环（σ－环）、代数（σ－代数）和
单调类�且讨论了其基本性质∙关于不分明化集类上的测度我们将另文给出∙文中的逻辑符号
取自文［1］∙

1　F环和F代数
　　定义1∙1　设 X非空（文中所指 X皆非空）�称 R∈F（P （X））为 F环�若满足：
（N1）　R（⌀）＝1；
（N2）　任意 E1、E2∈P（X）�有
R（ E1）∧R（ E2）≤R（ E1∪E2）∧R（ E1－E2）∧R（ E2－E1）

　　若 R 还满足（ N3） R（X）＝1�则称之为 F代数∙
从定义1∙1我们可得到以下断言：
命题1∙2　①R 是 F代数�则 R（ E）≤R（X＼E）；
②R 为 F环�则 R（ E1）∧R（ E2）≤R（ E1n∩ E2）和 infn

i＝1R（ Ei）≤ R∪n
i＝1Ei�其中 Ei（ i＝1�2�

…�n）为Ⅹ子集；
③R1与 R2为 F环�则 R＝R1∩R2也是 F环（代数）�其中 R（ E）＝R（ E）∧R2（ E）；
④ i∈ I 时�R i 为 F环（代数）�I 为指标集�则∩

i∈ IR i 也是 F环（代数）∙
证明：只要注意到 E1∩E2＝（ E1∪E2）－（ E1－E2）－（ E2－E1）�

命题皆可直接证明�我们仅以④为例：
首先�（∩

i∈ IR i）（●）＝inf
i∈ IR i（●）＝1；其次�我们有

　　　　　　（∩
i∈ IR i）（ E1）∧（∩i∈ IR i）（ E2）＝（inf

i∈ IR i（ E1））∧（inf
i∈ IR i（ E2））

　　　　　＝（inf
i∈ I（ R i（ E1）∧R i（ E2））
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　　　　　≤（inf
i∈ I（ R i（ E1∪E2）∧R i（ E1－E2）∧R i（ E2－E1））

　　　　　＝（inf
i∈ IR i（ E1∪E2））∧（inf

i∈ IR i（ E1－E2））∧（inf
i∈ IR i（ E2－E1））

　　　　　＝（∩
i∈ IR i））（ E1∪E2）∧（∩i∈ IR i）（ E1－E2）∧（∩i∈ IR i） （ E2－E1）

以及（∩
i∈ IR i）（X）＝inf

i∈ IR i（X）�故命题成立∙
　　定理1∙3　设A∈F（P（X））�ε∈（0�1）�则存在唯一 F环（代数） Rε（A）满足：
①［A⊂Rε（A）］≥ε；
②若有 F环（代数） R 满足［ R⊃A］≥ε�则
［ Rε（A⊂R ］＝1∙
证明：作Uε＝｛R｜［ R⊃A］≥ε�R是 F环（代数）｝�由于［P（Ⅹ）⊃A］＝1≥ε�可知Uε非空∙令
Rε（A）＝∩｛R｜R∈Uε｝�由命题1∙1④知 Rε（A）是 F环（代数）�且有
　　　　　［ Rε（A）⊃A］＝ inf

（ A）εp（Ⅹ） min（1－AA＋Rε（A（ A）�1）
＝ inf
A∈P（Ⅹ） min（1－A（ A）＋inf｛R（A）｜R∈Uε｝�1）

＝inf｛ inf
A∈P（Ⅹ） min（1－A（ A）＋R（ A）�1）：R∈Uε｝

＝inf｛［A⊂R ］：R∈Uε｝≥ε�因此①成立∙若有 F环（代数） R′满足［ R′⊃A］≥ε�
则 R′∈Uε�因而［ R′⊃Rε（A） ］＝1∙往证唯一性：若有 R1

ε（A）满足①和②�则 ［ R1
ε（A）⊃ Rε（A） ］

＝［ Rε（A）⊃R′ε（A） ］＝1�故结论成立∙

2　Fσ－环和Fσ－代数
　　定义2∙1　称 Rσ∈A（P （X））为 Fσ－环�若满足：
（ M1）　Rσ（●）＝1；
（ M2）　Ei∈P（X）�i∈N 时�inf∞

i＝1R
σ（ Ei）≤Rσ（∪∞i＝1Ei）；

M3　Rσ（ E1）∧Rσ（ E1－E2）∧R σ（ E1－E1）∙
若 Rσ还满足（ M4） Rσ（X）＝1�则称之为 Fσ－代数∙
显然�Fσ－环（σ－代数）必为 F环（代数）�且易知下列命题：
命题2∙2　Rσ为 Fσ环（σ－代数）�则
①inf∞
i＝1R

σ（ Ei）≤Rσ（∩∞i＝1Ei）；

②inf∞
i＝1R

σ（ Ei）≤Rσ（lim
i→∞
Ei）∧Rσ（limi→∞Ei）∙

　　证明：①设 inf∞
i＝1R

σ（ Ei）＞ t�则由（ M2）和（ M3）知 Rσ（∪∞
i＝1Ei）和 inf∞

i＝1R
σ（∪∞
i＝1Ei－ Ei）≥ t　　因

而

　　Rσ（∩∞
i＝1Ei）＝Rσ（∪

∞
I＝1Ei－∪∞

j＝1（∪
∞
i＝1Ei－Ei））≥ t∧ t＝ t；

　　②因为 lim
i→∞
Ei＝ ∪∞

m＝1 ∩
n＝mEn�limi→∞Ei＝ ∩∞

m＝1 ∪∞
n＝mEn 故由（ M2）和①知　inf∞

i＝1R
σ（ Ei）≤ Rσ（lim

i→∞
Ei）∧

Rσ（lim
i→∞Ei）

　　引理2∙3　设 Rσi 是 Fσ-环（σ－代数）�i∈ I�I 为指标集�则∩
i∈ IR

σ
i 为 Fσ－环（σ-代数）�

　　证明是直接的�此略∙
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　　定理2∙4　设A∈H（P （X））�ε∈（0�1）�则存在唯一 Fσ－环（σ－代数） Rσε（A）满足：
①［A⊂Rσε（A） ］≥ε；
②任意 Fσ－环（σ－代数） Rσ�若［ Rσ⊃A） ］≥ε�则［ Rσ⊃Rσε（A） ］＝1∙
证明完全类似于定理1∙3�此略∙
命题2∙5　ε∈（12�1）且［A1⊂A2］≥ε�则

　　①［ R2ε－1（A1）⊂Rε（A2） ］＝1；
　　②［ Rσ2ε－1（A1）⊂Rσε（A2） ］＝1∙
　　证明：①由1＝（ A⊂B）∧（B⊂C）→（ A⊂C）可知 ［ Rε（A2）⊃A1］≥max（［A1⊂A2］＋［ Rε
（A2）⊃A2］－1�0）≥2ε－1
　　因此据定理1∙3②有［ R2ε＋（A1）⊂Rε（A2） ］＝1∙

同理可证②∙
推论2∙6　ε∈（12�1）�A∈F（P （X））�则有

［ Rσε（A）⊃Rσε（ Rε（A）） ］＝1和［ Rσ2ε－1（A）⊂Rσε（ Rε（A） ］＝1∙
证明：因为［ Rσε（A）⊃Rε（A） ］≥ε�所以由定理1∙3②有 ［ Rσε（A）⊃ Rε（A） ］＝1�又根据定理

2∙4②知
［ Rσε（A）⊃Rσε（A）） ］＝1∙

　　另一方面�因为［A⊂Rε（A） ］≥ε�据命题2∙5②知［ Rσ2ε－1（A）⊂Rσε（A）） ］＝1∙

3　F单调类
　　定义3∙1　称M∈F（P （X）为 F单调类�若满足：
（P1）　任意 Ei∈P（X）�i∈N�且｛Ei｝是单调序列�即 E1⊂E2⊂…或 E1⊃E2⊃…∙有

　　　　　　　　　　　inf∞
i＝1M（ Ei）≤M（ limn→∞） En；

　　　　　　　　　　　　（P2）M（●）＝1∙
命题3∙2　设 i∈ I、Mi 是 F单调类�I 为指标集则∩

i∈ IMi 是 F单调类∙
证明是显然的�此略∙
定理3∙3　设A∈F（P （X）�ε∈（0�1）�则存在唯一 F调类Mε（A）使得：

　　①［A⊂Mε（A） ］≥ε；
②任意 F单调类M�若［M⊃A） ］≥ε�则

［M⊃Mε（A） ］＝1
证明类似于定理1∙3�此略∙
引理3∙4　①Fσ－环 Rσ是 F单调类；②F单调环 R（即满足（P2）、（N1）、（N2）、（N3））是 F环∙
证明：①是直接的∙
②只要证明 inf∞

i＝1R（ Ei）≤R（∪
∞
i＝1Ei）∙事实上�设 inf∞

i＝1R（ Ei）＞ t�令 Fn＝∪n
i＝1Ei�由（ N2）和（ P2）

知

　　inf∞
i＝1R（ En）≥ t 和 R（ limn→∞Fn）≥ t　　而
inf∞
n→∞Fn＝∪∞

n＝1Fn＝∪∞
n＝1En�故 R（∪∞

n＝1En）≥ t�因此结论成立∙
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引理3∙5　M为 F单调类�A∈P（X）�令
ηAm（B）＝ M（B）∧M（ A－B）M（B－ A）∧M（ A∪B）�　　B≠⌀；

　1�　　　　　　　　　　　　　　　　　　　B≠⌀∙
则�ηAm 为 F单调类∙
　　证明：　设｛Bn｝是单调序列�则

　　　　inf∞
n＝1η

A
M（Bn）＝inf∞

n＝1（M（Bn）∧M（Bn－ A）∧M（ A－Bn）∧M（ A∪Bn））
　　　　≤M（ lim

n→∞Bn）∧M（ A－lim
n→∞Bn）∧M（ limn→∞Bn－ A）∧m（ A∪lim

n→∞Bn）
　　　＝ηAM（ limn→∞Bn）　故结论成立∙

引理3∙6　设 R 为 F环�ε∈（0�1）且 E∈P（Ⅹ）时�有 ［ηEMε≡Mε（ R） ］ ＝1�这里 Mε＝Mε
（ R）�则Mε（ R）为 F环∙

证明：　设 F1、F2∈P（X）�则 ［ηF1Mε≡Mε（ R） ］＝1和［ ηF2Mε≡Mε（ R） ］ ＝1�因而有
Mε（ R）（F1）∧Mε（ R）（F2）＝ηF1Mε（F1）∧ηF2Mε（F2）

　　　＝Mε（R）（F1）∧Mε（R）（F2）∧Mε（R）（F1－F2）∧Mε（R）（F2－F1）∧Mε（R）（F1∪F2）
　　　≤Mε（ R）（F1－F2）∧Mε（ R）（F2－F1）∧Mε（ R）（F1∪F2）∙
mε（ R）（●）＝1是显然的∙
定理3∙7　设 R 是 F环�ε∈（0�1）�E∈P（Ⅹ）时

［ηEmε≡Mε（ R） ］＝1�则［ Rσε（ R）≡Mε（ R） ］＝1
证明：因为［ Rσε（ R）⊃R ］≥ε�又由引理3∙4①知

Rσε（ R）是 F单调类�所以据定理3∙3②有
［ Rσε（A）⊃Mε（A） ］＝1；

另一方面�由引理3∙6知Mε（ R）是 F 单调环�据引理3∙4②知Mε（ R）是 Fσ－环�由于 ［Mε
（ R）⊃R ］≥ε�故由定理2∙4②得［Mε（ R）⊃Rσε（ R） ］＝1�定理证毕∙

推论3∙8　M是 F单调类�R 是F环�ε∈（0�1）�且［M⊃R ］≥ε�若［ ηEM3≡Mε（ R） ］ ＝1�E
∈P（X） �Mε＝Mε（ R）�则［M⊃Rσε（ R） ］＝1

证明：由定理3∙7　［Mε（R）≡Rσε（R）］＝1�又由定理3∙3［M⊃Mε（R）］＝1�所以［M⊃Rσε（R）］＝1∙
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Fuzzifying Classes of Sets
Qiu Daowen

Dept．of Mathematics and Physics�GDUT �Guangzhou�510090
Abstract　Some of concepts�such as fuzzifying ring （algebra）�δ－ring（δ－algebra） and mono-
tone class are introduced．Some of their properties are established．
Key words　fuzzy logic；ring；δ－ring；monotone class
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